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Soient K un corps quadratique, K une clo^ture alge brique de K et E une courbe
elliptique semi-stable de finie sur K. On se propose de de montrer que l’ope ration du
groupe de Galois Gal(K K) sur les points de p-torsion de E est irre ductible, si p est
un nombre premier plus grand qu’une constante qui ne de pend que de K.  1996
Academic Press, Inc.
INTRODUCTION
Soient K un corps de nombres, K une clo^ture alge brique de K, et GK le
groupe de Galois de K sur K. Soit E une courbe elliptique de finie sur K.
Si p est un nombre premier, notons Ep le groupe des points de p-torsion
de E(K ); le groupe GK ope re de fac on naturelle sur Ep , et son action de finit
une repre sentation continue .p de GK dans un espace vectoriel de dimen-
sion 2 sur ZpZ.
Si E n’a pas de multiplication complexe sur K , J.-P. Serre de montre dans
[10] l’existence d’un entier N, qui de pend de E, tel que la repre sentation
.p : GK  Aut(Ep) soit surjective, pour tout nombre premier pN. Dans
loc. cit., J.-P. Serre pose la question suivante:
Peut-on prendre pour N un entier qui ne de pende que de K et pas de E?
On ne connai^t pas d’exemple de corps de nombres K re pondant positive-
ment ou ne gativement a cette question. Si K est le corps Q des nombres
rationnels, le plus petit entier premier N possible est 41; en effet, la courbe
elliptique d’e quation de Weierstrass y2+xy+ y=x3+x2&8x+6, qui est
de conducteur 52 } 72, est sans multiplication complexe, et posse de un sous-
groupe d’ordre 37 stable par GQ (cf. [4], p. 30). Ne anmoins, si l’on se
limite aux courbes elliptiques semi-stables, B. Mazur et J.-P. Serre ont
de montre le re sultat suivant ([6], th. 4):
Si E est une courbe elliptique semi-stable de finie sur Q, et si p est un
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Il semble que Q soit le seul exemple connu de corps de nombres pour
lequel on ait de montre l’existence d’une telle borne.
L’objet de ce travail est de faire quelques remarques sur les repre senta-
tions .p : GK  Aut(Ep), lorsque K est un corps quadratique et E une
courbe elliptique semi-stable de finie sur K. On e tendra en particulier le
re sultat pre ce dent (avec une autre borne) aux corps quadratiques re els
Q(- l), ou l est un nombre premier congru a 1 modulo 4.
1. E NONCE DES RE SULTATS
Dans toute la suite la lettre p de signe un nombre premier. E tant donne s
un corps quadratique K, et une clo^ture alge brique K de K, on note GK
le groupe Gal(K K). Le re sultat principal que l’on va de montrer est le
suivant:
The ore me. Soient K un corps quadratique1 et E une courbe elliptique
semi-stable de finie sur K. Alors, si E(K ) posse de un sous-groupe d ’ordre p
stable par GK , p est N(K), ou N(K) est un entier qui ne de pend que de K
(et pas de E).
On constate dans la de monstration du the ore me que la constante N(K)
est effective. Notons DK le discriminant de K. Si K est un corps quadratique
re el, de signons par M(K) la norme NKQ(u2&1), ou u est l’unite fondamen-
tale de K. Si K est un corps quadratique imaginaire, on pose par de finition
M(K)=1. Dans le cas ou l’anneau des entiers de K est principal, on obtient
alors l’e nonce suivant:
Corollaire 1. Soient K un corps quadratique dont l ’anneau des entiers
est principal, et E une courbe elliptique semi-stable de finie sur K. Alors, si
E(K ) posse de un sous-groupe d ’ordre p stable par GK , p est 13 ou p divise
DK M(K).
On de duit du the ore me le re sultat ci-dessous:
Proposition. Soient l un nombre premier congru a 1 modulo 4 et K le
corps quadratique re el Q(- l). Soit E une courbe elliptique semi-stable de finie
sur K. Il existe un entier N$(K), qui ne de pend que de K (et pas de E), tel
que pour tout nombre premier pN$(K), la repre sentation .p : GK 
Aut(Ep) soit surjective.
1 Je remercie le rapporteur de cet article pour sa suggestion relative a l’e nonce du the ore me,
qui n’e tait pre alablement de montre que pour les corps quadratiques re els.
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La encore la constante N$(K) est effective. Si l’anneau des entiers de K
est principal, on a le re sultat suivant:
Corollaire 2. Soit l un nombre premier congru a 1 modulo 4 tel que
l ’anneau des entiers de K=Q(- l) soit principal. Alors, si E est une courbe
elliptique semi-stable de finie sur K, la repre sentation .p : GK  Aut(Ep) est
surjective pour tout nombre premier p17 qui ne divise pas lM(K).
2. DE MONSTRATION DU THE ORE ME ET DU COROLLAIRE 1
On peut supposer, ce qui n’est pas restrictif, que p est non ramifie dans
K, hypothe se que nous ferons de sormais.
La courbe elliptique E posse de, par hypothe se, un sous-groupe d’ordre p
stable par GK . L’action de GK sur Ep se fait donc par deux caracte res
%, %$: GK  F*p , et l’homomorphisme .p est re pre sentable matriciellement
par ( %0
*
%$). On a %%$=/, ou / est le caracte re cyclotomique donnant l’action
de GK sur le groupe +p des racines p-ie mes de l’unite de K (cf. [10], p. 273).
On notera Gp l’image de GK par .p .
Rappelons d’abord le re sultat bien connu suivant, qui est valable pour
tout corps de nombres (cf. loc. cit. p. 307, lemme 6, dans le cas ou le corps
de base est Q):
Lemme 1. Les caracte res % et %$ sont non ramifie s en dehors des places
de K qui divisent p. Si v est une place de K au-dessus de p, % ou %$ est non
ramifie en v.
De monstration: Soit v une place de K de caracte ristique re siduelle pre-
mie re a p. Si E a bonne re duction en v, d’apre s le crite re de Ne ronOgg
Shafarevitch, .p est non ramifie e en v ([11], p. 184). Si E a re duction mul-
tiplicative en v, il re sulte de la the orie de la courbe de Tate que l’image par
.p d’un sous-groupe d’inertie de v est triviale ou d’ordre p (cf. loc. cit.
p. 355); par suite % et %$ sont non ramifie s en v. Soit maintenant v une place
de K au-dessus de p; E a en v bonne re duction de hauteur 1, ou re duction
multiplicative; sinon, p e tant par hypothe se non ramifie dans K, Gp contien-
drait un sous-groupe de Cartan non de ploye ([10], p. 275), ce qui contre-
dit l’hypothe se faite sur Gp . Cela entrai^ne le lemme (cf. loc. cit. p. 274 et
p. 277).
On va maintenant conside rer deux cas, suivant que p est inerte ou totale-
ment de compose dans K. Il s’agit de majorer p par une constante qui ne
de pend que de K.
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1. Cas ou p est inerte dans K
On suppose p inerte dans K. D’apre s le lemme 1, l’un des caracte res % ou
%$ est partout non ramifie aux places finies de K. I1 existe donc une exten-
sion abe lienne finie M de K, non ramifie e en les places finies, sur laquelle
la courbe de duite de E par extension des scalaires a M posse de:
v ou bien un point d’ordre p rationnel sur M;
v ou bien un sous-groupe d’ordre p sur lequel Gal(K M) agit suivant
le caracte re cyclotomique.
On de duit de la que l’une des courbes, E ou E+p , posse de un point
d’ordre p rationnel sur M. Par ailleurs, le degre de M sur Q est 4hK , ou
hK est le nombre de classes de K (cf. [2], p. 101, 7.2.8). La ‘‘boundedness
conjecture,’’ relative aux points de torsion sur les corps de nombres,
re cemment de montre e par L. Me rel ([7]), entrai^ne alors l’existence d’une
constante N1(K) effective, telle que p soit <N1(K).
Remarque. Les arguments de la de monstration pre ce dente montrent
que, plus ge ne ralement, l’on a le re sultat suivant:
Soient L un corps de nombres, p un nombre premier inerte dans L, et E
une courbe elliptique semi-stable de finie sur L. Alors, si E(L ) posse de un
sous-groupe d ’ordre p stable par Gal(L L), p est <C(L), ou C(L) est une
constante qui ne de pend que de L.
2. Cas ou p est totalement de compose dans K
On suppose p totalement de compose dans K. Soit OK l’anneau des
entiers de K. On note P1 et P2 les ide aux de OK au-dessus de p, et v1 , v2
les valuations de K respectivement associe es a P1 et P2 . Les caracte res % et
%$ sont non ramifie s en dehors de v1 et v2 (lemme 1); par ailleurs, e tant
donne e une valuation vi (1i2), % ou %$ est non ramifie en vi (loc. cit.).
On est donc amene a conside rer les deux cas suivants:
(1) Supposons que ce soit le me^me caracte re % ou %$ qui soit non
ramifie en v1 et v2 . Dans ce cas, % ou %$ est partout non ramifie aux places
finies; les me^mes arguments que ceux utilise s dans l’aline a 1 pre ce dent,
entra@^nent encore l’existence d’une constante N$1(K) telle que p soit
<N$1(K).
(2) Supposons que l’un des caracte res % ou %$, par exemple %, soit
ramifie en v2 et non ramifie en v1 . Distinguons deux cas suivant que K soit
un corps quadratique re el ou imaginaire.
(2.1) Supposons que K soit un corps quadratique re el. Notons 1
et 2 les deux places re elles de K. Soient m le cycle de K e gal a P212
et Km le corps de rayon modulo m.
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Le groupe de Galois Gal(K Km) est contenu dans le noyau de %, autre-
ment dit, % se factorise par Gal(KmK). En effet, % est non ramifie en dehors
de m, et la restriction de % au sous-groupe d’inertie de v2 est le caracte re
cyclotomique (car %$ est non ramifie en v2 (lemme 1), et %%$=/).
Conside rons alors l’extension abe lienne maximale L de K partout non
ramifie e aux places finies; L est contenu dans Km. Soient O+K le sous-
groupe des unite s totalement positives des unite s de OK et s: O+K 
(OK P2)* l’homomorphisme canonique. L’homomorphisme d’Artin re alise
un homomorphisme surjectif de (OK P2)* sur Gal(K mL), dont le noyau
est s(O+K ) (cf. [8] et [10], p. 322). En conside rant la restriction de % a
Gal(KmL), on obtient ainsi un homomorphisme _ de (OKP2)* dans F*p
qui vaut 1 sur s(O+K ). Puisque la restriction de % au sous-groupe d’inertie
de v2 est le caracte re cyclotomique, _ est donne par la norme de (OKP2)*
sur F*p (cf. loc. cit.); p e tant totalement de compose dans K, on peut identi-
fier (OKP2)* et F*p , et _ est alors l’identite de F*p . Si u est l’unite fondamen-
tale de K, on de duit de ce qui pre ce de, la congruence: u2#1 mod P2 . Par
conse quent le caracte re % n’existe que si p divise la norme de K sur Q de
u2&1. Cela prouve que p est plus petit qu’une constante qui ne de pend que
de K.
(2.2) Supposons que K soit un corps quadratique imaginaire. La
de monstration dans ce cas est essentiellement la me^me que celle de l’aline a
(2.1). Notons n le cycle de K e gal a P2 et K n le corps de rayon modulo n.
Le caracte re % se factorise par Gal(KnK), et l’extension abe lienne maxi-
male L de K, partout non ramifie e aux places finies, est contenu dans Kn.
Conside rons alors le groupe O*K des unite s de OK et r: O*K  (OKP2)*
1’homomorphisme canonique. Le groupe de Galois Gal(KnL) s’identifie
par l’homomorphisme d’Artin a (OKP2)* quotiente par r(O*K) (cf. [8]). La
encore, en conside rant la restriction de % a Gal(KnL), on obtient un
homomorphisme : de (OKP2)* dans F*p , qui vaut 1 sur r(O*K), et qui est
donne par la norme de (OKP2)* sur F*p (cf. loc. cit.). On de duit de la
que :(&1)=1, ce qui entrai^ne p=2. Cela termine la de monstration du
the ore me.
3. De monstration du corollaire 1
Supposons d’abord p inerte dans K. Prouvons alors que p est 13. En
effet, % ou %$ est partout non ramifie aux places finies (lemme 1). Supposons
que ce soit %. L’anneau des entiers de K e tant par hypothe se principal,
l’ordre de % divise 2 ([2, p.101, 7.2.8]). On de duit de la , que E ou la courbe
elliptique sur K de duite de E par torsion quadratique au moyen de %,
posse de un point d’ordre p rationnel sur K. D’apre s les re sultats de
S. Kamienny, p est donc 13 ([3], th. 3.1). De me^me, si %$ est non ramifie
aux places finies, l’ordre de %$ divise 2; dans ce cas, E ou la courbe elliptique
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sur K de duite de E par torsion quadratique au moyen de %$, posse de un
sous-GK -module isomorphe a +p , et la conclusion est la me^me.
Supposons p totalement de compose dans K. Si % ou %$ est partout non
ramifie aux places finies, les me^mes arguments que ceux utilise s dans l’ali-
ne a pre ce dent entra@^nent que p est 13. Supposons % et %$ ramifie s en une
place au-dessus de p. Si K est un corps quadratique re el, p divise M(K)
d’apre s l’aline a (2.1). Si K est un corps quadratique imaginaire, on a p=2
d’apre s l’aline a (2.2). Cela de montre le corollaire.
3. DE MONSTRATION DE LA PROPOSITION
ET DU COROLLAIRE 2
La lettre p de signera dans ce paragraphe un nombre premier 7 et non
ramifie dans K.
Conside rons une courbe elliptique semi-stable E de finie sur K. Rappelons
que l’on de signe par Gp l’image de l’homomorphisme .p : GK  Aut(Ep).
On identifiera Aut(Ep) et GL2(Fp), de sorte que Gp est un sous-groupe de
GL2(Fp). Commenc ons par examiner les diverses possibilite s pour Gp .
1. Les Gp possibles
Conforme ment a la classification des sous-groupes de GL2(Fp) donne e
par J.-P. Serre dans [10], p. 278, on est amene a distinguer deux cas,
suivant que l’ordre de Gp est divisible par p ou non.
(1) Supposons que p divise l’ordre de Gp . On est alors dans l’un des
cas suivants:
(a) Gp est contenu dans un sous-groupe de Borel de GL2(Fp), i.e.
la courbe elliptique E posse de un sous-groupe d’ordre p stable par GK ;
(b) Gp contient SL2(Fp). Par hypothe se, p e tant non ramifie dans
K, 1’homomorphisme de terminant Gp  F*p est surjectif, et cela entrai^ne que
Gp=GL2(Fp).
(2) Supposons que p ne divise pas l’ordre de Gp . On a alors les deux
possibilite s suivantes:
(c) Gp est contenu dans le normalisateur d’un sous-groupe de
Cartan (de ploye ou non) de GL2(Fp);
(d) L’image de Gp dans le groupe projectif PGL2(Fp) est iso-
morphe a A4 , S4 ou A5 . Mais d’apre s les hypothe ses faites sur E et p, ce
cas ne peut se produire; en effet, l’image du sous-groupe d’inertie d’une
place de K au-dessus de p dans PGL2(Fp), contient un e le ment d’ordre 6
(cf. [5], p. 118). Or A4 , S4 et A5 ne contiennent pas d’e le ments d’ordre 6.
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Conclusion. On a les trois possibilite s suivantes:
(i) Gp=GL2(Fp);
(ii) Gp est contenu dans un sous-groupe de Borel de GL2(Fp);
(iii) Gp est contenu dans le normalisateur d’un sous-groupe de
Cartan de GL2(Fp).
2. Fin de la de monstration de la proposition
I1 s’agit maintenant d’e liminer les cas (ii) et (iii) ci-dessus, si p est plus
grand qu’un entier N$(K).
D’apre s le the ore me, si l’on est dans le cas (ii), p est infe rieur a une
constante qui ne de pend que de K.
Supposons maintenant que Gp soit contenu dans le normalisateur Np
d’un sous-groupe de Cartan Cp de GL2(Fp).
(a) Gp ne peut e^tre contenu dans Cp si Cp n’est pas de ploye ; en effet,
la conjugaison complexe fournit un e le ment dans Gp dont les valeurs
propres sont l et &1.
(b) Supposons que Gp soit contenu dans Np sans e^tre contenu dans
Cp ; Cp e tant d’indice 2 dans Np , l’homomorphisme compose GK  Np 
Np Cp est un caracte re d’ordre 2 de GK . Puisque la courbe elliptique E est
semi-stable sur K, ce caracte re est non ramifie (cf. [10], p. 295, lemme 2).
Mais d’apre s la the orie du corps de classes, un tel caracte re n’existe pas: en
effet, le nombre de classes de K est impair, et la norme de K sur Q de
l’unite , fondamentale de K est &1 (cf. [1], p. 397).
On de duit de la que Cp est de ploye et que Gp est contenu dans Cp . Si
l’on est dans le cas (iii), Gp est donc contenu dans un sous-groupe de Borel
de GL2(Fp); p est donc plus petit qu’une constante qui ne de pend que de
K (d’apre s le the ore me). Cela termine la de monstration de la proposition.
3. De monstration du corollaire 2
Le discriminant de K est l. Soit p un nombre premier 17 qui ne divise
pas lM(K). D’apre s le corollaire 1, l’image de .p n’est pas contenue dans
un sous-groupe de Borel de GL2(Fp). Il re sulte alors de la de monstration
de la proposition, que .p est surjective. D’ou le corollaire.
4. UNE REMARQUE
On ne peut pas remplacer la constante N(K) demande e par J.-P. Serre,
par une constante N(d ) ne de pendant que du degre d de K sur Q; en effet
on a le re sultat suivant:
251COURBES ELLIPTIQUES SEMI-STABLES ET CORPS QUADRATIQUES
File: 641J 201108 . By:BV . Date:26:09:96 . Time:10:45 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2793 Signs: 2036 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Lemme 2. Soient l un nombre premier congru a 1 modulo 4 et E une
courbe elliptique de finie sur Q(- l). Alors, ou bien Gl ne contient pas
SL2(Fl), ou bien Gl est le sous-groupe d ’indice 2 de GL2(Fl) forme des
e le ments dont le de terminant est un carre dans Fl .
De monstration. Puisque l’on a l#1 mod 4, le de terminant de Gl est
l’ensemble des carre s de F*l ; Gl est donc contenu dans le sous-groupe d’in-
dice 2 de GL2(Fl) forme des e le ments dont le de terminant est un carre dans
Fl . Par ailleurs, si Gl contient SL2(Fl), Gl est aussi d’indice 2 dans GL2(Fl).
D’ou le lemme.
Ne anmoins, au vu des travaux de Kamienny, Mazur et Me rel, il semble
que l’on puisse poser la question suivante:
Soient K un corps de nombres et E une courbe elliptique de finie sur K sans
multiplication complexe. Existe-t-il une constante N(d ) ne de pendant que du
degre d de K sur Q, telle que l ’image de .p : GK  Aut(Ep) contienne
SL2(Fp), pour tout nombre premier pN(d )?
5. EXEMPLE NUME RIQUE
Prenons pour K le corps Q(- 17). L’anneau des entiers de K est principal
et l’unite fondamentale de K est u=4+- 17; on a u2&1=8u, DK=17 et
M(K)=&64.
Si E est une courbe elliptique semi-stable de finie sur K, la repre sentation
.p de GK dans Aut(Ep) est surjective, de s que p est un nombre premier
19 (cor. 2).
Le lemme 2 sugge re la question suivante:
Existe-t-il une courbe elliptique semi-stable de finie sur K ayant un sous-
groupe d ’ordre 17 stable par GK ?
Cette question est lie e a l’e tude de la courbe modulaire Y0(17) qui para-
me tre les courbes elliptiques munies d’un sous-groupe stable d’ordre 17.
Une e quation de Y0(17) est
y2+xy+ y=x3&x2&x&14
prive e d’un point; en fait Y0(17)(K) est infini, car la tordue par - 17 de la
cubique ci-dessus est de rang 1 sur Q; il existe donc une infinite de classes
d’isomorphisme de courbes elliptiques de finies sur K ayant un sous-groupe
d’ordre 17 stable par GK .
En ce qui concerne les nombres premiers p7, il existe des courbes ellip-
tiques semi-stables sur K posse dant un sous-groupe d’ordre p fixe par GK
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(car il en existe de ja de finies sur Q). Tel est aussi le cas pour p=13. En
effet, la courbe elliptique d’e quation de Weierstrass
y2&(1+2u) xy&(2+18u) y=x3&(2+18u) x2,
est semi-stable sur K, et le point (0, 0) est d’ordre 13 (cf. [9]).
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